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allen diinnen Schichten rein periodische Spinwellen-
zustinde geben. Uber die Gestalt der iibrigen kann
man wegen des komplizierten Verlaufes der Kurven
t=t(s) kein allgemein giiltiges Bild mehr gewinnen.

Wenn diese verwickelten Zusammenhinge es auch
unmoglich machen, Spektrum und Eigenlosungen

R.J.JELITTO

des Problems fiir D>1 formelmiBig darzustellen,
so konnen doch die Gln. (30) und (31) stets als
Ausgangspunkt fiir numerische Rechnungen dienen,
die bei vorgegebenem I'; das Spektrum der Einspin-
wellenanregungen in diinnen Schichten beliebiger
Oberflichenorientierung liefern.

Zur spontanen Magnetisierung diinner ferromagnetischer Schichten

Von Rainer J. JevLirro *

Institut fiir Theoretische Physik der Universitat Miinchen

(Z. Naturforschg. 19 a, 1580-—1591 [1964] ; eingegangen am 31. Juli 1964)

In a preceding paper (I) the spectra

of the one-spinwave-eigenstates of an ideal Heisexserc-

model for thin ferromagnetic films were derived for a special type of surface-orientations.

Now these results are applied to the cubic lattice types. First a theory is given for the calculation
of certain coefficients by which the general equations of (I) are related to the special lattice types
and surface orientations. It is shown that some of the most important orientations of the cubic

lattice types belong to the case treated in (I).
For these orientations the dependence of the

spontaneous magnetization on temperature and

thickness of the film is calculated from the spinwave spectra. The formula obtained for this function
was evaluated on a digital computer. The results, some of which are plotted, are discussed and

compared with experimental dates.

In all cases the deviations from the magnetization of the compact material are found to be small,

down to very thin films.

In einer fritheren Arbeit! haben wir einen all-
gemeinen Formalismus fiir die Errechnung der Ein-
spinwelleneigenzustinde in einkristallinen diinnen
Schichten angegeben, die nach dem HEeisEnBERG-
Modell 2 durch einen Ausschnitt aus einem Bravais-
Gitter lokalisierter Spins idealisiert wurden. Die
Oberflachen der Schicht waren dabei durch parallele
Netzebenen beliebiger Orientierung gegeben; auf
diesen Ebenen verwandten wir periodische Rand-
bedingungen und gaben die Dicke der Schicht in
Netzebenenabstinden an. Wird die Spinwelle ge-
maf} (I, 19)

\l>=;c(f)|7~,f> (1)
nach den Darstellungen des zweidimensionalen
Bravaris-Gitters auf den einzelnen Ebenen entwickelt,
so beschreibt die Funktion ¢(f) (f=1,...,F) ihr
Verhalten in Richtung der Normale zur Schicht.
Diese Funktion muf3 sowohl eine lineare Differen-
zengleichung — (I,30) — erfiillen, wie auch einem
Satz von Gleichungen — (I,31) — gentigen, wel-

* Jetzt Institut fiir Theoretische Physik der Universitdt Kiel.
1 R. J. Jeurrro, Z. Naturforschg. 19a, 1567 [1964], im fol-
genden als I zitiert.

che Ausdruck der Tatsache sind, dafl die Spins in
der Nihe der Oberflachen weniger Wechselwirkungs-
partner besitzen als die im Inneren der Schicht. Da-
bei findet die spezielle Struktur des Bravars-Gitters
wie auch die Orientierung der Oberflichen Ausdruck
in den Strukturgrofien I',)* — (I,24) —, die so-
wohl in der Differenzengleichung wie auch in den
Randbedingungen auftreten.

Fir alle Orientierungen, bei denen die Néachst-
nachbarvektoren eines Gitterpunktes hochstens auf
den niachstbenachbarten Netzebenen enden (D =1),
— wobei nur I'%;, I'j* und I'{* von Null verschie-
den sind —, konnten wir das Energiespektrum der
Einspinwellenzustinde und die Funktion ¢(f) expli-
zit angeben.

Wir fanden fiir ¢(f) die Raumlosungen (I, 52)
F+1
20 (7% -]

o =
fiir die Impulse s, die den Gln. (I, 50)
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2 'W. Heisensere, Z. Phys. 49, 619 [1928].
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geniigen, sowie die Oberflichenzustinde (I, 53)

- [ (] w

fir die Losungen von (I, 51)

(o) [4 @n) —re [ [ r—p)]=0. )

B | sinh | | sinh |

Die Energien der Raumzustinde ergaben sich zu (I,
55 a)

n=—2elcoss, (6 a)
die der Oberflichenlosungen zu (I, 55 b)
n=—2ecosht. (6b)

Die genauere Diskussion ergab, daf} stets ein cosh-
Zustand existiert, der bei gegebenem A zum tiefsten
Eigenwert des Systems gehort; der zweitniedrigste
Eigenwert gehort zu einem antisymmetrischen Zustand,
der fiir

a() =ee@W /0 <(F—1)/(F+1) (7 a)
ein Oberflichenzustand ist und fiir
a(A)>(F -1)/(F+1) (7b)

in eine Raumlésung ibergeht. Dariiber liegen F—2
Raumzustinde abwechselnder Symmetrie.

Ahnliche Ergebnisse hatten bereits zuvor Dé-
RING 2 fiir den Sonderfall der (1,0, 0)-Orientierung
beim einfach kubischen Gitter I', und ABBeL? fiir
die (1,1, 0)-Orientierung des I'. und die (1,0, 0)-
Orientierung des raumzentriert kubischen Gitters
I'” gewonnen. Doch steht einem genauen Vergleich
der Ergebnisse bislang die Tatsache entgegen, daf}
wir noch kein Verfahren angegeben haben, um zu
entscheiden, welche Oberflachenorientierungen bei
gegebenem Gittertyp dem Spezialfall D=1 geniigen
und wie sich dann — und auch im allgemeinen
Fall — die Groflen I',* berechnen.

Darum werden wir diese Arbeit mit einer allge-
meinen Transformationstheorie beginnen, die ein
Rechenverfahren fiir diese GroBen liefert. Dieser
Kalkiil wird anschlieend auf die verschiedenen ku-
bischen Gittertypen angewandt werden und wir wer-
den zeigen, dafl neben den Sonderfillen der genann-
ten Autoren noch einige andere Oberflichenorien-
tierungen die Bedingung D =1 erfiillen.

Die stets geiibte Praxis, die thermodynamischen
Eigenschaften von Ferromagneten bei tiefen Tempe-
raturen aus dem Spektrum der Einspinwellenanre-
gungen zu errechnen, welche zu diesem Zweck als
Bosonen aufgefalit werden, hat durch Dyson? ihre
Rechtfertigung gefunden: einerseits ist die Wechsel-
wirkung zwischen Spinwellen schwach, so dal} sie

3 W. DérinG, Z. Naturforschg. 16 a, 1146 [1961].
4 R. AsspEL, Z. Naturforschg. 18 a, 371 [1963].
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fiir alle praktischen Zwecke vernachldssigt werden
kann, andererseits spielen die statistischen Ein-
schrankungen, die sich aus der Algebra der Spins
ergeben, bei tiefen Temperaturen und den damit
verbundenen niedrigen Besetzungszahlen der Zu-
stinde keine wesentliche Rolle.

In Ausniitzung dieser Tatsachen werden wir im
Hauptteil dieser Arbeit die Temperatur- und Schicht-
dickenabhédngigkeit der Séittigungsmagnetisierung
fur alle Oberflichenorientierungen berechnen, die
D=1 erfillen. Bei den dazu notwendigen Approxi-
mationen werden wir uns eng dem Vorgehen von
AsgeL anschlieBen. Auch einige Argumente, die
D6rinG in seiner Arbeit gegeben hat, und einige sei-
ner mathematischen Teilergebnisse konnen dabei
ubernommen werden.

Die Auswertung der so gewonnenen Resultate er-
folgte durch Funktionswertberechnung auf einer
elektronischen Rechenmaschine. Einige der berech-
neten Kurven sind gezeichnet; die Ergebnisse fiir
die verschiedenen Oberflachenorientierungen werden
miteinander und mit experimentellen Ergebnissen
verglichen und diskutiert.

I. Transformationstheorie zur Gewinnung

der GroBen I'

Zur Berechnung der GroBen I',*
Ij= > exp{iAd}, (8)
d(g)

deren Kenntnis es zur Anwendung der in I ent-
wickelten Theorie auf konkrete Probleme bedarf,
miissen wir die Nachstnachbarvektoren des betrach-
teten Bravas-Gitters gemdl A =(d,g) in ihre
Komponenten g senkrecht zur Schicht und ihre Pro-
jektionen d auf die Netzebenen zerlegen. Zu diesem
Zweck miissen wir von dem Basissystem, in dem das
Gitter gegeben ist, zu einem Koordinatensystem
tibergehen, dessen erste beiden Grundvektoren I,
und I, die Symmetrie auf den Netzebenen darstellen
und dessen dritter — l; — senkrecht zu der Schicht
steht und die Liange des Abstandes benachbarter
Ebenen der Schar hat.

Das Bravais-Gitter, aus dem die Schicht heraus-
geschnitten ist, moge sich durch das reduzierte Tripel
{t;} als {n't;: ni=ganz} aus einer einpunktigen
Basis aufbauen. Die diinne Schicht a6t sich dann

5 F. Dysoxn, Phys. Rev. 102, 1217, 1230 [1956].
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als Schar von F parallelen Netzebenen beliebiger
Orientierung durch einen Vektor h;t des rezipro-
ken Gitters charakterisieren; die einzelnen Netzebe-
nen dieser Schar werden durch

(hl’ h2a hs)f
={a': hja'=f, h;=ganz, teilerfremd} 9)
f=1....F

beschrieben, wobei der Abstand zweier benachbar-
ter Ebenen durch

a(h)) =1/|h|=1/Vh; ki (10)
gegeben ist. Offenbar liegt jeder Gitterpunkt auf
einer der Netzebenen, und zwar auf (hy, ks, h3)nin;
und auf jeder Netzebene liegen Gitterpunkte. Da-
bei definieren alle Gitterpunkte, die auf ein und
derselben Ebene liegen, auf dieser ein zweidimensio-
nales Gitter, das sich gemaB {m“l,: m* = ganz} aus
der Basis {l.; ©=1,2} erzeugen laBt. Man kann
zeigen, dal die Symmetrie dieser Gitter auf allen
Netzebenen die gleiche ist und die verschiedenen
ebenen Gitter gegeneinander nicht verdreht, sondern
nur um einen im allgemeinen unganzzahligen Vek-
tor q verschoben sind. So geniigt ein einziges Sy-
stem {l_,,} zur Charakterisierung aller Netzebenen,

und alle Gitterpunkte der Schicht lassen sich durch

niti=(m“+qy“ f)lu+fly, m*=ganz, f=1,...,F
(11)

darstellen; {q,“} ist dabei der Vektor, um den die
Gitter auf zwei benachbarten Ebenen gegeneinander
verschoben sind.

Die angekiindigte Transformation der Koordina-
tensysteme soll nun durch

L=T¥*t,, ik=1,...,3 (12)
vorgenommen werden. Die noch vorhandene Willkiir
in der Wahl der I, (entsprechend den verschiedenen
Moglichkeiten, die zweidimensionalen Gitter darzu-
stellen) beheben wir durch die Forderung, dafl das
System {l.} bereits reduziert sein moge. Das heiBt,
die Grundvektoren I, und I, sollen moglichst kurz

sein und den kleinstmoglichen Winkel miteinander
einschlieflen .

8 Durch diese Wahl werden bei der Einfiihrung periodischer
Randbedingungen auf den Ebenen die Grundgebiete so
kompakt wie moglich.

ui und v? lassen sich aus hj ui=h; vi=0 allgemein errech-
nen, wenn man das Problem zunichst auf eine inhomogene
diophantische Gleichung zuriickfiihrt und diese an-
schlieend, etwa nach dem in ® angegebenen Kettenbruch-
verfahren lost. Fiir die einfachen Netzebenenscharen, die
wir spidter untersuchen wollen, ist es jedoch viel bequemer,
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Bezeichnen wir mit u' den Gitterpunkt auf der
Ebene (k;),. fiir den der Abstand von ni=0 ein
Minimum >0 wird, und mit v’ denjenigen von u’
linear unabhingigen, der mit u’ ein Rechtssystem
bildet und mit ihm den kleinstmoglichen Winkel ein-
schlieft, wobei sein Nullpunktsabstand abermals
minimal wird 7 —

u': hju'=0; u'=0, ganz; u'u;=Min!;
vi: hiv'=0; 00, ganz; 0< < (u), ) <m;
< (¢, v') =Min!, v'v;=Min! (13)

— so erhalten wir fiir die Transformationsmatrix
T/ aus (12)

[ ut u? u®

Tik: 21 ;l; ;x (14')
I L L A

Man tiberzeugt sich leicht davon, dal das so defi-
nierte System {l;} alle Forderungen erfiillt.

Gemal (15)

beschreibt 7/ nicht nur den Ubergang der alten in
die neue Basis, sondern mit

nk =T} g

g l;=n*t,

(16)

auch den Ubergang der neuen in die alten Kompo-
nenten (wobei in Matrixschreibweise die Spalten der
Matrix festzuhalten sind!). Die Riicktransformatio-
nen werden nach

t.=T,1,, g =T;inF (17 a,b)
durch die zu T;* reziproke Matrix
P l_TkT1 3
TETE=TFET =8¢ (18)
besorgt; T/” errechnet sich aus (18) zu
1.2 hﬁ_uﬂ h! u"! hz_u! hﬂ
H H
4 4
5 g 3 hl—,1 B3 S Oy 5 5
Tl'"= v3 hl—yl h . ul k uh;h2 (193)
4 4
vt h2—=o* R | @ hM=ulh? -
4 2 4 !

mit
A=det(TF) | h|2={(u2v3—udv?) A
+ (WPl —u'v®) B2+ (u' v® —u2 o) A3}, (19b)

die u? und vi einfach durch Erprobung festzustellen. Das ist
immer leicht méglich, zumal auch ui und vi teilerfremd sein
miissen. Denn wiren sie es nicht, so ligen auch die durch
den gemeinsamen Faktor aller Komponenten gekiirzten
Vektoren auf (hi),, aber ihre Linge wire geringer als die
der urspriinglichen, im Widerspruch zu (13).

8 A. O. Gerronp, Die Auflésung von Gleichungen in ganzen
Zahlen; Deutscher Verlag der Wissenschaften, Berlin 1960,
S.8:
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Setzen wir nun in (17 b) fiir die (n’) der Reihe nach
die Nichstnachbarvektoren A ein, so wird

P=g, (¢h)=d, (20)

und die Reichweite D der Wechselwirkungen senk-
recht zur Schicht bestimmt sich als

D=Max {¢3: ¢*=h;n*; (n¥) aus {A}}. (21)

Hieraus und aus der Definition (8) lassen sich nun
die I',* explizit errechnen.

II. Anwendung der Transformationstheorie
auf die kubischen Gitter

Mit Hilfe des soeben geschaffenen Verfahrens
wollen wir nun darangehen, die drei kubischen Git-
tertypen daraufhin zu untersuchen, welche Oberfla-
chenorientierungen bei ihnen die Bedingung D=1
erfiillen, auf welche Orientierungen wir also die
Ergebnisse von I, Abschnitt V und VI unmittelbar
anwenden konnen.

Wir beschrinken uns dabei auf die kubischen
Gittertypen, einmal weil die ferromagnetischen Ele-
mente (mit Ausnahme der bei Zimmertemperatur
vorliegenden hexagonalen Kobalt-Modifikation)
simtlich von diesem Typus sind, zum anderen, weil
wir hier ein Nachstnachbarwechselwirkungsmodell
betrachten, das ohnehin nur fiir Koordinationsgitter
sinnvoll erscheint.

Bei der Beschreibung der Netzebenenscharen eines
kubischen Gitters geht man gerne von der Methode
ab, die Komponenten des Vektors R in einem Ko-
ordinatensystem anzugeben, das einer reduzierten
einpunktigen Basis entspricht; vielmehr geht man
von einer orthogonalen Basis aus, die nur fiir den
einfach kubischen Kristall I'. einpunktig, fiir den
flichenzentrierten I’ jedoch vierpunktig und fiir
den raumzentrierten I'.” zweipunktig ist®. In die-
ser Basis werden die Kristalle durch

ti=le; (e;,e;) =0y, (22)

(23 a)

I'/={mt;= (n't) + (0;dy’ + 9, dy' + 03 dy) t;:
n'=ganz; 0;,0,,0;=0 oder 1} (23b)

I'.= {n‘t;: n'=ganz},

mit
d1i=%(13 ]-’ 0)5 d::l:% (19 Os ]-)a d3l=}7 (0, l: 1)5
9 Die Abidnderungen, die durch diesen Basiswechsel an dem

Kalkiil aus dem I. Abschnitt erforderlich werden, liegen auf
der Hand.
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und
I'’={m't;=(n'+0d’)t;: n'=ganz, 6=0 oder 1}
(23 ¢)
mit d'=%(1,1,1)

beschrieben. Stellt man die Netzebenen in dem ortho-
gonalen System (22) dar, hat man den Vorteil, da8
Netzebenenscharen (hy, ks, h3), die durch Permuta-
tion oder Vorzeichenwechsel der Komponenten
hy, hy, hy auseinander hervorgehen, dquivalent sind.
Als Nachteil nimmt man in Kauf, daB die einzelnen
Ebenen nicht mehr durch ganzzahlige Indizes be-
schrieben werden, solange man an der Teilerfremd-
heit der A; festhalt.

Fiir I', gilt trivialerweise

h;n'=p=ganz, (24 a)
fiir I'.” jedoch
i Jganz fiir h;=ungerade,
s p= {halbganz s;nfst (24b)
und fiir I",”
himi=p— Jganz fiir T h; = gerade, (24.¢)

|halbganz sonst.
Einfach kubisches Gitter I’
Die Koordinationszahl I" ist gleich 6. Die Nachst-

nachbarvektoren werden durch

st g [0 0] m
Ap=dhti=[3 & 3| () @9
beschrieben. Fiir D folgt also aus (21)
D=Max’h,~], (26)

so daf} die (1,0,0)-, (1,1,0)- und (1,1, 1)-Orien-
tierungen dieses Gittertyps durch D =1 beschrieben
werden.

Flichenzentriert kubisches Gitter I',

Bei diesem Gittertyp ist die Koordinationszahl
I' =12. Die Komponenten der Nichstnachbarvekto-
ren sind

1 1 0
S 3P
Ap=%]%1 o 71 <:), (27)
0 *1 *1 s
0 %1 FI
und fiir D folgt wegen (24 b)
D:{%Max(ihi]-k[hk!) fiir h;=ungerade, (28)
Max (| h; |+ | hs|) sonst.

Demnach gehoren hier nur die Netzebenenscharen

(1,0,0) und (1,1,1) zudem Falle D =1, die durch
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h=(1,1,0) gekennzeichnete Orientierung fiihrt be-
reits auf D=2,

Raumzentriert kubisches Gitter I",”

Die Koordinationszahl ist 1" = 8.
Im orthogonalen Basissystem stellen sich die
Nachstnachbarvektoren zu

ot (- 5 TR -5 |

-

1 1 F1 |, (4

A= 5[;1 F1 o+1 } (::)
= \

1 1 =*£I

(29)

dar. Wegen (24 c) erhalten wir hier fiir D die Be-
ziehung

| Max(Z|h;|) fiir T h;=ungerade,

1 Max (2 |h;|) fiir I h;=gerade. (50)

Sie zeigt, da} fiir raumzentrierte Gitter die (1,0, 0)-
und (1, 1, 0)-Ebenenscharen von unseren Rechnun-
gen erfaflit werden; die (1,1, 1)-Orientierung ge-
hort zu D = 3.

Die Ausfithrung der Transformationen (12) und
(17b) liefert uns nun die Kenntnis der Symmetrien
der Flachengitter auf den Netzebenen und der Kon-
stanten I',*; die Ergebnisse fiir die verschiedenen
untersuchten Falle sind in Tab. 1 zusammengestellt.
Ordnet man die einfachsten Orientierungen eines
jeden kubischen Gittertyps nach abnehmendem Ab-
stand a zweier benachbarter Netzebenen, so erhalt
man

fir I';:
a(1,0,0) : a(1,1,0) : a(1,1,1) : ¢(2,1,0) :
a(2,1,1) : a(2,2,1) : a(3,1,0) : a(3,1,1) :....
. l.11 111
e Y A A S
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fir I,
a(1,1,1) : a(1,0,0) : a(1,1,0) : a(3,1,1) :
a(2,1,0) : a(2,1,1) : a(2,2,1) : a(3,1,0) :. ...
_1.1.1 .1 .1 .1 .1, 1 )
V3 2 292 Y11 2Y5 26 6 2y10 " °°
und furl'.”:
a(1,1,0) : a(1,0,0) : (2,1,1) : a(3,1,0) :
a(1,1,1) : a(2,1,0) : a(2,2,1) : a(3,1,1) :..
1

1.1, 1.1 .1 .1, 1
ve 2’ “2y3T2Y5 6 2y11 " T

V6 /10

Die Orientierungen mit D =1 haben wir in die-
ser Liste unterstrichen. Es sind jeweils genau die
Scharen, die zu maximalem Netzebenenabstand ge-
horen. Diese Gesetzmailligkeit setzt sich fiir hohere D
fort: je kleiner der Netzebenenabstand ist, desto
grofler ist die Wechselwirkungsreichweite D, desto
mehr Ebenen der Schar schneiden die Kugel mit
dem Radius des kiirzesten Atomabstandes im Git-
ter, auf die nach Modellannahme die Austauschwech-
selwirkung beschrankt sein soll.

Das ist insofern von praktischem Interesse, als
die Hiufigkeit des Auftretens einer Kristallflache
mit abnehmendem Netzebenenabstand ziemlich
schnell kleiner wird.

Unsere Rechnungen fiir D =1 erfassen also nicht
nur die Netzebenenscharen mit dem grofiten Ab-
stand. sondern damit auch diejenigen, die in der
Natur vor allen anderen mit Abstand am haufigsten
realisiert sind — oder am leichtesten hergestellt
werden konnen.

‘ h | D a Iy cel®) — | I'y2| I Tt F;g‘;“
: {100} 1 1 2(cos A1 + cos Ag) 1 — — quadratisch
Cooy 1 1/y3 2 cos A1 2 cos (72/2) — —  rechteckig
; {111} 1 1/V/3 0 V3 + 2(cos Ay + cos As + cos(A1 + A2)) — — hexagonal
I | {100} | 1 1/2 2(cos A1 + cos A2) - f cos(41/2) - cos(A2/2) B — — quadratisch
{111} 1 1 1/y/3 2(cos Ay 4- cos Az /3 + 2(cos A1 + cos A + cos (A1 + A2)) [—1— hexagonal
| ‘ =+ cos (A1 + 42)) |
r=12 | {110} 2 | 1/(2 y2) 2 cos A1 4 cos(41/2) - cos(42/2) 1 — rechteckig
I {100} 1 1/2 0 4 cos(41/2) - cos(42/2) = | = | quadratisch
‘ {110} 1 1/y/2 2 (cos A1 + cos A2) 2 |cos(3 (A1 — A2))| — | — | rhombisch
=8 | {111} | 3 1/2y3) 0 V3 + 2(cos A1 + cos Az + cos(Ay + A2)) O 1 ‘ hexagonal

Tab. 1.
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III. Naherungen fiir das Eigenwertspektrum

Nachdem wir nun die GréBen I')* fiir samtliche
von D=1 erfaliten Oberflichenorientierungen der
kubischen Gittertypen berechnet haben, kennen wir
jetzt auch die Spektren der Einspinwellenzusténde,
die aus (I, 21) und (6) zu

cosh ,(4)

cos sy(4)

JIER

En=2mH+3J ([ -T 1_2ee<i>-{

folgen, und konnen sie dazu beniitzen, Aussagen
iiber das thermodynamische Verhalten der unter-
suchten ferromagnetischen Schichten zu gewinnen.
Von besonderem Interesse ist dabei das Tieftempe-

raturverhalten und die Schichtdickenabhingigkeit
der spontanen Magnetisierung

M(Ty = Sttt} T,

- (32)
Sp (exp{ —7 H})

wobei M, wie in (I, 3c) definiert, den Operator fiir
die z-Komponente der Magnetisierung darstellt.

Bei der bei tiefen Temperaturen gerechtfertigten 3
Vernachldssigung der Spinwellenwechselwirkungen
geht (32) in

b% 1

M(T) =m(1v_2 z e':s_*'f)
tiber, wobei die Summation iiber das Spektrum der
Einspinwellenzustinde lduft. NV ist wieder die An-
zahl der Spins im gesamten Bereich und m das
magnetische Moment eines Spins. Im Falle des iso-
tropen Flachengitters fithren, wie DorinG 10 gezeigt
hat, superparamagnetische Schwankungen des Ma-
gnetisierungsvektors zu einer logarithmischen Diver-
genz der in (33) auftretenden Summe, welche vor-
tauscht, das Flachengitter konnte nicht ferromagne-
tisch sein. Die einfachste Moglichkeit, diese Schwie-
rigkeit zu umgehen, besteht in der Einfithrung eines
endlichen aulleren Magnetfeldes, welches eine be-
stimmte Raumrichtung energetisch auszeichnet und
so die superparamagnetischen Schwankungen un-
terdriickt. Die Summe in (33) ist mit den Energien
(31) geschlossen nicht ausfithrbar, zumal die Spin-
wellenimpulse in Richtung der Schichtebenennormale
als Losungen der transzendenten Gln. (3) bzw. (5)
— abgesehen vom einfachen Fall I'((1,0,0) —
analytisch nicht mehr auszudriicken sind. Wir miis-
sen uns mit Ndherungen fiir sie begniigen. Zunachst
wird die Energie nach Potenzen der Spinwellen-

(33)

10 . Dorine, Z. Naturforschg. 16 a, 1008 [1961].
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impulse entwickelt. Fir kompaktes Material und
nicht zu hohe Temperaturen stellt bereits die Ent-
wicklung bis zur zweiten Ordnung eine brauchbare
Néherung dar, da das Brocusche!! Dispersions-
gesetz eine cos-Funktion ist und der cos in der Nahe
seines Maximums — also fiir die tiefen Eigenwerte,
die bei niedrigen Temperaturen allein zu wesent-
lichen Beitragen in der Zustandssumme fithren —
durch eine Parabel ganz gut angendhert wird.

Bei unseren Rechnungen liegen die Verhiltnisse
nicht ganz so glinstig. Wie Tab. 1 zeigt, treten in
den einzelnen Summanden der Energie (31) neben
cos-Funktionen zuweilen auch Wurzeln und Betrige
von solchen auf. Fiir diese ist die Anschmiegung der
Parabeln weit weniger gut. Das ist gleichbedeutend
damit, daf} die obere Temperaturgrenze, fiir die die
Temperaturabhéngigkeit der spontanen Magnetisie-
rung noch gut wiedergegeben wird, weiter absinkt.

Dennoch wollen wir uns im folgenden einerseits
um der rechnerischen Einfachheit willen und ande-
rerseits um unmittelbaren Anschlufl an die Rechnun-
gen von ABBEL?* zu gewinnen, auf quadratische Ap-
proximationen beschréanken.

In dieser Naherung lassen sich die Energien (31)
in der Form

" 1IN gt gy J(F5D
En=2mH~+ QJi,,_ka,,‘. lilp+3Jb (—52)
schreiben, wobei a;; eine symmetrische 2 x 2-Matrix
und b eine Konstante ist.

Fiir die s, und ¢ machen wir die bereits von
ABBeL verwandten Nidherungen:

Die Impulse der reinen Raumwellenzustinde er-
setzen wir durch ihre Grenzwerte fiir A =0, nimlich
sv=(/F)v; v=2,...,F -1, die Impulse des cosh-
Zustandes (4) und des sinh — sin-Zustandes (4 bzw.
2) werden in A quadratisch approximiert. Da sich
a(%) =e?/I'\® in zweiter Ordnung als

a(l) ~1-—- Z bik lllk
i,k

(34)

(35)

darstellt, ergibt die Entwicklung der Eigenwertglei-
chung (5) fiir den Impuls der symmetrischen Ober-
flachenwelle die Beziehung

ts2= ; zzl;blk ;~1 /1], . (36)

Der Zustand zum zweitniedrigsten Eigenwert 7 exi-
stiert nach (7b) fiir A =0 als Raumwelle. Um die
Variation dieses Eigenwertes in der Umgebung von

11 F. Brocs, Z. Phys. 61, 206 [1930].
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A=0 zu erfassen, miissen wir demzufolge Gl. (5)
um den Punkt s = 77/F entwickeln. Die Vernachlassi-
gung aller Glieder hoherer als zweiter Potenz fiihrt

hier auf die Gleichung

2 _ f'l 2 2
= (F) 2 OO (2 F)
Mit diesen Approximationen lassen sich die Ener-
gien (31) nun in einer Form schreiben, mit der wir
im folgenden weiterrechnen konnen:
En=2mH+%J Y ayl; 7k+lfJb(7/F)2v2(38a)
ik (v= -1)

binhidy.  (37)

R.J.JELITTO

fiir die Raumwellen,

Eis=2mH~+ 5J X cykidy (38b)
ik
fiir die symmetrische Oberflachenwelle, und
E/.a 2mH+ Jb('T/F + %J:diklilk (380)
ik

fiir den antisymmetrischen sin — sinh-Zustand.

In Tab. 2 sind diese Energien, wie sie sich fir
die verschiedenen betrachteten Gittertypen und Ober-
flichenorientierungen errechnen, zusammengestellt.

IV. Die Berechnung der Sattigungsmagnetisierung

Mit den Approximationen (38) fur die Energieeigenwerte wollen wir nun die Summe in (33) aus-

filhren. Zunachst konnen wir schreiben
+z (F-1

S(T) =
{E}

Ai=—

bzw. nach Vertauschung der Summationen
F—1

=28 +S:+8a.
y=2

S(T) (40)

Es ist zweckmiBlig, an dieser Stelle die Groflen

O=kT/I=1/(J7), y=2mH7, (41a,b)
2= (272G Jv=(22%/G?) (1/@), (41c)
B=%] (a/F)?=(a/F)? (1/20) (41d)

einzufithren. Die Komponenten der Vektoren A las-
sen sich nach Einfiihrung der Periodizititslinge G
als
hi=(2a/G) %;; #j=ganz, —G/2<; < +G/2
(42)

darstellen.

Setzt man alle diese Groen und die Energien aus
(38) in (40) ein, erhilt man

1
S= 2 o GiF S a1 (439
= ¥ L , 43b
e exp {y+0 S cin xi xpy—1 ( )
e T e - (43 ¢)

wiee exp {(y+ P2 b+ S dip xi #iy—1
Die Summationen tiber alle ganzen % aus

-G2<x < +G/2

1 o 1 - -
2 mEH & { 2 e By T e By T e (el

1 1 (39)

lassen sich, wie DorinG 2 ausfiihrlich begriindet hat.
durch Integrationen iiber die Ebene — co < ;< + oo
ersetzen. Vor der Ausfithrung dieser Integrationen
fihren wir Variablentransformationen

ZA(l: )/;‘, A= VB(’”‘)O (4‘4‘)

so aus, daB sich die Formen im Nenner der Inte-

granden transformieren, wie X a;.#;#; nach
> @i % =042 + 05%. (45)

Die Funktionaldeterminanten dieser Transforma-
tionen wollen wir der Reihe nach 4., 4., A, nen-
nen. Schreibt man die Gln. (44) in Matrixschreib-
weise mit a;, = (a);; und B, = (#) i, erhilt man

wan=p"B"aBp=p"p (46)
so dal} BT aB=6 (47)
sein muf}. Also folgt fiir die Determinanten
|#[*|a] =1, (48)
und da nach (44)
O (g, #5) 3 (01,05) = A= | (49)
ist, erhalten wir schlieBlich
Ay = (det(ay)) " (50a)

und analog fiir die Determinanten 4, und 4,

A= (det(cy)) ™",  dy=(det(dy))~™. (50b,c)
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1
5

Aa

,

As
R
2

5T 4 ]

Ao2

Damit errechnen sich die Summen (43) nun zu

2

E;s—2mH
<- V:YO

As

E;y—2mH
3 [(M2 4 222) + 82]
A2

100}

| {100}

| B ]

|

= ‘ I~
D I 0 I I i
LR = 8=~
s e Tl = e 8=, [ ___deyde,
il S Sl _Joexp{y+b B2+ (0240} -1 (5la)
&‘ o o0
= & & & s X - 2
R Fel| _E_F = = (/%) 4 log (1 —exp{— 7~ b)),
e LR T T Tl ru
> o B A -~ 2 S.=A4 / do, do,
SUNNAEEEEE SRS S ¥ iw exp {y+0%(0,2+0,%) } —1 (51b)
N » | - @
= S ) N = =—(n/62) Aslog(l—exp{—y}),
N ™ \’ < ™ A N +oo
=1 =1 = SazAa/ do, do, o
Tl T o2 e {7+ b+ &l e} -1 (5lo)
P . ~ | & .; &; NNA )
S 401 & g :T = — (/6%) 4y log(1 —exp{ —y — f2b}).
| = | CR o= - N__‘—.‘ .
- ;t |8 & |8 =& Diese Ausdriicke enthalten als einzige Parameter,
o T l :E o - = ! die von der Struktur des speziellen Problems ab-
I | | o T | hiangen, die Konstanten 4,, 4y, 4, und b. Auch
= :IL ] lla = diese GroBen sind in Tab. 2 angegeben.
5 ey ?,,,. f 3= X Die Summen S, und S, sind im Punkte y =0 ana-
+ T ;f' r ;f‘ ::' & lytisch; wir konnen sie in eine Potenzreihe nach y
s e BE|l& = = entwickeln, die wir nach dem linearen Gliede ab-
% E ‘ E Tk % 3 brechen diirfen, da fiir nicht zu groles H die GroBe
= 21la 23 & | s y < 1 ist. Die Rechnung ergibt

5 | 3 7 | &

~< ~< O ad - 2

s | ! < E ,=_4L‘] 1—eFb» _ ALi}

':_ ; '_T_ e \|'|' &8 og{1—e )+ exp{f2br2}—1]"’
¢ 4lc o 55T 52a)
T 4+ 1= L3 x4
| CI ™ o = = = _— T3 | og(l —e 7P }’;___}.
S I g7 |F ~ & { g(l—e0 + S r 1
el T 51T &5 (52b)
-F T ; :S T E T Die Summe S, hat fiir y=0 eine Singularitit;
i - A B - | = sie ist verantwortlich fiir die logarithmische Diver-
g ,N: S—/ Z: S/ ij genz der Integrale, die auftritt, wenn man das
Rl N N = auBere Feld H gleich Null setzt. Fiir S; kénnen wir

& 5 = mit guter Genauigkeit schreiben

@ @« o

(]

= 2 i Ss= — (n4:/6*) {log y —7/2} . (53)
2”: ;f :’? :c: e E Der nichste Schritt auf dem Wege zur Berechnung
+ '_T_ ‘ 4ok i | der Funktion S(T) ist die Bestimmung der Summe
s | & 9 b F1 : :

& | & < '_T_ A< Sg=>'S,. Wir benutzen hierzu ein Ergebnis von
+ . =2 .
j :_ | =, = + = DérinG 3, dessen Voraussetzungen auch in unserem
- oy | ~— | N—. ~— .. .
< I 3 - = = Fall erfiillt sind.
2 e = . s B Fiir hinreichend groBe f, also kleine Schicht-
P ﬂ,‘ S dicken F und tiefe Temperaturen, wird die Summe
S = i & = | § E durch ihre ersten Summanden sehr gut approximiert.
e Tl Tl Fiir kleine B, also hohere Temperaturen und dickere
'} o E Schichten, erhdlt man mit Hilfe der Eurerschen
~
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Summenformel die Ndherungen

Z log (1 —exp { —ﬂzbv2})

r

o (Fﬁ; Vb 28’ (54 a)
S et =apa 4 GV
(54b)

Der Beitrag, der in (54) von den Summanden

R.J.JELITTO

Pbrr=%a2b/O
fiir v~ F Dbereits sehr grof} ist.
Mit diesen Naherungen und unter Beriicksichti-
gung der Beziehung

2 . 2a_ 2 A mg_ 6

N & GF 2a ~ aF
erhilt man schlieBlich fiir die Temperaturabhingig-
keit der spontanen Magnetisierung

T)/M(0) =1 — (2/N) S(T)

(55)

F <v< oo herriihrt, wird dabei vernachlissigbar =1-(2/N) (Sg+S;+S.) (56)
klein, da wegen ©® <1 der Ausdruck die Formeln
"A%)) T4 TF{ [4,log(1 —exp{—4b f2}) + A, log (1 —exp{ —9b f2}) + A, log(1 —exp{ — f2b})]
4, Aa _ 48] (57 a)
tAdogy 47| BT T epb -1 e (B b)—1 2 }J

M (0)
+ A, log7+7[£ﬂfb+f— ds | 4, .(,_)1,/})

V. Auswertung und Diskussion
der Ergebnisse aus IV

Die Ergebnisse (57) wurden auf einer elektro-
nischen Rechenmaschine ! ausgewertet. Zu diesem
Zweck fithren wir, wie schon Dorine und ABBEL,
eine Transformation auf die relative Temperatur

T/T¢ (T=Curie-Temperatur)
6 = A(T/Tc) (58)
durch. Die Proportionalititsfaktoren 4 wurden einer

Arbeit von RusuBrookE und Woop 13 entnommen;
sie sind fiir die verschiedenen Gittertypen *

Von dem &uBeren Magnetfeld hingt die Magneti-
sierung fiir nicht zu grofle Feldstirken nur schwach
ab; der Wert fiir y wurde deshalb universell zu
y=4-107%/0 festgelegt. Das entspricht in unserem
Falle Feldstirken von der Grolenordnung H< 20 Oe.

Zur Errechnung der Magnetisierung wurden iiber

12 PprM, Rechenzentrum der Technischen Hochschule, Miin-
chen.

13 G. S. Rususrooke u. P. J. Woop, Mol. Phys. 1, 257 [1958].

14 Rususrooke und Woop geben fiir diese Gréfen genau die
doppelten Zahlenwerte an. Wir miissen jedoch beriicksich-
tigen, da3 sowohl sie, als auch Dérine und AsBeL von Aus-

2 p{ﬂzb}

fiir F =4 und groBes f,

”!i9:1+%|[4 log(ﬂvb) AC()Vb 3y +(da=2) log(1—exp { - 7o) |

S e, ]l fir kleines . (57b)

das gesamte Temperaturintervall 0<T/Tc < 0,7
sowohl Formel (57 a) als auch Gl. (57b) heran-

gezogen. Die numerischen Ergebnisse zeigen, daf}
sich die Giiltigkeitsbereiche der beiden Naherungen

1.0

0.9

Mm
M) |

04

07

1
06 07

1 1
ar 02

03 0405
17,

Abb. 1. Magnetisierung diinner I'¢’{1, 1, 1}-Schichten als
Temperaturfunktion; Parameter: Schichtdicke in Atomlagen.

tauschoperatoren [s. (I, 3b)] ausgehen, die sich um den
Faktor 2 von dem unterscheiden, welchen wir im Anschluf8
an die Arbeiten von Dyson unseren Rechnungen zugrunde
gelegt haben. Die Beriicksichtigung dieser Diskrepanz fiihrt
gerade auf die oben angegebenen Werte fiir /1.
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so weit uberlappen, dafl die Angabe der jeweiligen
Giiltigkeitsgrenzen keineswegs kritisch ist.

In Abb. 1 werden die Ergebnisse der Rechnungen
fir den Fall I",’(1,1,1) graphisch dargestellt. Fiir
alle anderen Gittertypen und Oberflachenorientie-
rungen sind die Kurvenscharen qualitativ die glei-
chen; fiir I';(1,0,0), I'.(1,1,0) und I'.”(1,0,0)
stimmen sie mit den von ABBEL angegebenen iiber-
ein 15,

In den Abbildungen 2 und 3 ist das Verhaltnis
M(F)/M (o) als Funktion der Schichtdicke darge-
stellt 16. Die relative Temperatur wird hierbei fest-
gehalten (T/T¢=0,2 bzw. 0,4). Die Ergebnise un-

serer Rechnungen sind an den Kurven abzulesen:

[

M(F)
M(w) T=const, %577?3))

08H:(11)
Z(100)

Ie(110)

o7t
1000
L1

I, 1 I 1 1 1
G 4 8 16 32 64 128

Abb. 2. Magnetisierung als Funktion der Schichtdicke F;

Parameter: Gittertyp und Orientierung. Das Einlaufen der

Kurven in die Horizontale M (F) /M (cc) =1 fiir F=128 ist

hier, wie auch in Abb. 3, im Rahmen der Zeichengenauigkeit
zu verstehen.

08
M(F)
M(co) T=const

06

r100))] ry1)
.
4 8 76

L 1 1

64 128
3

Abb. 3. Magnetisierung als Funktion der Schichtdicke F;
Parameter: Gittertyp und Orientierung.

15 Dirine geht von einem Wert fiir /1 aus, der mit den hier
verwandten nicht in Einklang zu bringen ist. Seine Resul-
tate miissen zum Vergleich erst auf unser /1 umgerechnet
werden.
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Fir alle betrachteten Gittertypen und Ober-
flichenorientierungen ist die Abhingigkeit der
spontanen Magnetisierung von der Schichtdicke
auBerst schwach; erst bei Schichtdicken von ca. 16
Atomlagen treten wesentliche Abweichungen von
der Magnetisierung fiir kompaktes Material auf.
Auch die Abhingigkeit von der Orientierung der
Oberflachen ist gering, wenn auch in den Abbildun-
gen 2 und 3, in denen die Schichtdicke logarith-
misch abgetragen ist, deutlich zu bemerken. Dabei
fallt auf, da die verschiedenen Kurven in Gruppen
zusammenliegen. Diese Gruppen lassen sich nach
den Zahlenverhaltnissen

z=%T T (59)
der verschiedenen Orientierungen klassifizieren.
Man erhilt fiir z — nach fritheren Ergebnissen ist

das gerade das Verhiltnis der nichsten Nachbarn
eines Spins, die auf der gleichen Netzebene liegen,

zu denen, die eine Ebene entfernt sind — folgende
Zahlenwerte:
Ta I F¢ | I
(100) | (110) | (111) (100) | (111) (100) | (110)
z | 2 |1 o |12 ] 1 0 1

Die Magnetisierungskurven, die zu ein und dem-
selben Zahlenverhiltnis gehoren, bilden in den Dia-
grammen eine Gruppe; je kleiner z ist, desto star-
ker ist die Abhangigkeit der Magnetisierung von
der Dicke der Schicht.

Dieses Ergebnis ist leicht zu deuten. Je mehr
Nachstnachbaratome auf einer Ebene liegen, je gro-
Ber also z ist, desto geringer wird der Einfluf} der
an den Oberflichen der Schicht fehlenden Wechsel-
wirkungspartner, desto weniger beeinflussen dem-
zufolge die Randbedingungen das Spektrum des
Problems und die daraus ableitbaren makroskopi-
schen Eigenschaften.

Fiir die I'.(1, 0, 0)-Lage erreicht z mit z=2 ein
absolutes Maximum; fiir diese Orientierung wird
demzufolge die Schichtdickenabhingigkeit der Ma-
gnetisierung minimal.

Das gilt zunéchst einmal fiir alle Schichten, deren
Wechselwirkungsreichweite D=1 ist. Nimmt man
jedoch an, dafl die zu z analogen Verhiltnisse

16 Zu M (F=oc) siehe Anhang I.
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auch fir die Falle D >1 die Schichtdickenabhéngig-
keit wesentlich bestimmen, so kann man erwarten,
dafl die Magnetisierung der I'.(1,0,0)-Lage ein
generelles Maximum der relativen Magnetisierungen
My/M, fiir alle Oberflichenorientierungen bildet.

VI. Vergleich mit den Ergebnissen
von Experimenten und anderen Theorien

Unsere Untersuchungen umfassen die von DorinG
und ABBeL gerechneten Fille, reproduzieren demzu-
folge ihre Resultate und bestitigen dartiber hinaus
das Hauptergebnis ihrer Arbeiten, die schwache Ab-
hangigkeit der Magnetisierung von der Schichtdicke,
fiir eine Reihe weiterer Oberflachenorientierungen.

Schon vorher hatten Varenta 7 und Corcrover 18
mittels einer Molekularfeldtheorie fiir diinne Schich-
ten das gleiche Ergebnis gewonnen; dagegen zeigen
die Kurven, die KLein—Smitr 1 und Grass—Krein 20
fir den Temperaturverlauf der Magnetisierung an-
geben, eine viel empfindlichere Abhingigkeit von
der Dicke der Schicht. Wie in I beschrieben, legen
diese Autoren ihren Rechnungen ein Spinwellen-
spektrum zugrunde, das sie durch eine recht pau-
schale Betrachtung der Randbedingungen gewonnen
haben.

Die Experimente zeigen, daf} die Magnetisierung
bis hinab zu sehr diinnen Schichten von der des
kompakten Materials nicht wesentlich abweicht:
NeuceBaver 2!, Horrmany 22 und MayER—STONKEL 23
fanden Abweichungen erst fiir extrem diinne Schich-
ten. Zwar liegen auch &ltere Experimente vor, die
eine stirkere Schichtdickenabhéngigkeit zu bestati-
gen schienen, doch konnte Horrmann kldren, dall
diese Effekte unerwiinschten Oxydationserscheinun-
gen der Schicht zuzuschreiben waren.

Die in den erwéhnten experimentellen Arbeiten
angegebenen Meflkurven stehen in guter qualitativer
Ubereinstimmung sowohl miteinander als auch mit
den hier berechneten Kurven. Dabei ist es wohl
hauptsichlich der ziemlich schwachen Abhingigkeit
der Ergebnisse von der Orientierung der Schicht-
oberflichen — siehe Abb.2 und 3 — zuzuschrei-
ben, daB die Messungen, die grofitenteils an poly-
kristallinen Aufdampfschichten vorgenommen wur-
den, zu derart reproduzierbaren Ergebnissen fiih-

17 L. VaLenta, Czech. J. Phys. 7, 127 [1957].

18 A. Corcrover, Czech. J. Phys. 10, 568 [1960].

19 M. J. Kievy u. R. S. Smith, Phys. Rev. 81, 378 [1951].
20 S, J. Grass u. M. J. Kren, Phys. Rev. 109, 288 [1958].
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ren. Denn die MeB3kurven konnen dabei je nach der
zufélligen Konsistenz der Schicht nur innerhalb des
von einkristallinen Schichten begrenzten Bereiches
streuen.

Ein genauer quantitativer Vergleich mit den Ex-
perimenten wird allerdings erst dann moglich sein,
wenn man es gelernt haben wird, wohldefinierte ein-
kristalline Schichten beliebiger Oberflachenorientie-
rung herzustellen. Wegen der erwahnten schwachen
Abhingigkeit von der Orientierung miifiten dabei
hohe Anforderungen an die Mellgenauigkeit gestellt
werden, doch konnten solche Experimente dazu die-
nen, Einsicht in den Giiltigkeitsbereich des idealen
Heisenserc-Modells und der Beschrankung der Aus-
tauschwechselwirkung ausschlie3lich auf nachste Git-
ternachbarn zu gewinnen.

Herrn Prof. Dr. H. Korpe danke ich fiir die Anregung
dieser Untersuchungen und sein stindiges Interesse an
ihrem Fortgang, Herrn Dr. G. OBermair fiir zahlreiche
klarende Diskussionen und Frdulein Karin DicureL fiir
ihre Hilfe bei der Vorbereitung der numerischen Rech-
nungen.

Anhang 1
Die Magnetisierung im Grenzfall F = ~

Fiir groBe Schichtdicken F gilt fiir die Magnetisie-
rung die Formel (57b). Setzt man in diese die Aus-
driicke fiir die in (41) definierten GroBen wieder ein
und 1dBt dann zundchst F — ©© und dann H — 0 gehen,
so bleibt nur noch der Ausdruck

M@ _, ,(3) 4, 1 (k 1)3/2

M (0) “\2) y2b A\ g {og

tibrig. Aus Tab. 2 entnimmt man, dal der Quotient
A,/ Vb nur vom Gittertyp, nicht aber von der jeweiligen
Oberflachenorientierung der Schicht abhdngig ist. Auch
der Verlauf der spontanen Magnetisierung mit der Tem-
peratur ist also im Grenzfall unendlich dicker Schichten
unabhingig von der Oberflichenorientierung.

Die gleiche Formel, die wir hier als Grenzfall unserer
Rechnungen gefunden haben, wurde von Brocu!! fiir
das dreidimensional ausgedehnte translationsinvariante
Gitter angegeben. Wir haben somit die Bestitigung fiir
unsere Forderung aus I, Anhang IV, erhalten, daf} die
Beriicksichtigung der physikalischen Randbedingungen,
die fiir alle Schichtdicken ein anderes Spektrum liefer-
ten, als das der translationsinvarianten Theorie, im
Limes dicker Schichten fiir thermodynamische Grofen
doch auf die gleichen Werte fiihren sollte, wie die Broch-
sche Theorie.

21 C. A. NeuceBauer, Phys. Rev. 116, 1441 [1959].
22 H. Horrmany, Z. Angew. Phys. 13, 149 [1961].
23 H. Maver u. D. Stijnker, Naturwiss. 12, 277 [1962].
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Der im Grenziibergang F — oo, y — 0 wegfallende
Term ist ein direktes MaB fiir die Abweichung der
Magnetisierung diinner Schichten von der des kompak-
ten Materials. Diese Abweichung kann man merk-
wiirdigerweise nicht als linearen Oberflicheneffekt deu-
ten. Denn ein solcher wiirde einen Verlauf ~ 1/F zei-
gen, wihrend die Abweichung in (57b) mit F— o©
schwicher gegen Null strebt als 1/F.

Anhang II

Eine Monotonieeigenschaft der Magnetisierung

Abschlieflend soll noch auf eine Monotonieeigenschaft
der Magnetisierung und auf ihre Konsequenzen fiir die
durchgefiihrten Rechnungen hingewiesen werden.

Ersetzt man nimlich in (33) das Spektrum {E} der
Einspinwellenzustinde durch ein anderes {E’}, fiir des-
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sen Eigenwerte die Beziehung
E/=ZE, (61)

gelten soll, so ist auch M’ (T) = M(T) ; die Magnetisie-
rung ist also monoton ,,mit dem Spektrum®.

Die in Abschnitt III durchgefiihrten Ndherungen fiir
die Eigenwerte kommen nun gerade einer solchen Er-
setzung des wahren Spektrums durch ein approximier-
tes gleich und fiir diese Ersetzung gilt (61). Denn so-
wohl I'y* als auch e? ist iiberall gréBer als seine Schmie-
gungsparabel, durch die wir die A -Abhidngigkeit der
Eigenwerte erfaliten, und demzufolge liegen die quadra-
tisch gendherten Energien iiber den exakt errechneten.
Das gilt auch fiir die Approximationen fiir s, bzw. t, .
Somit stellen die Formeln (57) — ebenso wie das
Brocusche T*/:Gesetz fiir das kompakte Material — eine
obere Grenze der Magnetisierungen dar, die sich bei
Verwendung der wahren Eigenwerte in (33) ergeben
wiirden.

fiir alle »

Piezoelectric Polaron Effects in Regular Crystals

By Hermur GaBrIEL

Institut fiir Theoretische Physik A der Technischen Hochschule Braunschweig
(Z. Naturforschg. 19 a, 1591—1598 [1964] ; eingegangen am 31. Juli 1964)

Due to the interaction of an electron with both optical and acoustical modes in piezoelectric
polar crystals, modified expressions for the self-energy and effective mass of the polaron are to be
expected. The lattice vibrations are considered in the limit of large wave-length and an electrostatic
approach to the interaction of charges in the lattice has been used. The Hamirtonian for a piezo-
electric crystal of arbitrary lattice structure is given. With special reference to crystals of zinc-
blende-type, approximate solutions for the self-energy and effective mass are found by thermo-
dynamical pertubation theory. A numerical estimate for ZnS as a particularly favourable example,
shows a negligible modification of the ground-state energy, but concerning the effective mass a
contribution due to acoustical phonons of more than 50% of the optical-mode term.

In considering the interaction of electrons with
the vibrating lattices of ionic crystals earlier in-
vestigations were restricted to the case of an elec-
tron within an isotropic polarizable medium. Then,
in the limit of long waves, the electron strongly in-
teracts with the optical modes only and we now
know that for the behaviour of the resulting polaron
the longitudinal optical mode is of particular im-
portance. Looking upon the problem from the view-
point of lattice dynamics of anisotropic crystals (or
if we like an anisotropic polarizable continuum) it
is evident, that such a simple treatment must break
down in crystals without a centre of symmetry or
with polar axes. It is the purpose of this note to ex-
tend the theory of polarons to such piezoelectric
crystals. We start from the exact equations of mo-
tion for lattice waves of large wave-length and the
MaxweLL equations for the macroscopic electro-
magnetic fields within the crystals and write down
the corresponding Hamirronian. Because of the cou-

pling between the displacements of the ions relative
to each other and the displacement of the centre-of-
gravity of each lattice cell established by a 37 rank
tensor (which is connected with the piezoelectric
tensor) the acoustical vibrations can no longer be
separated from the interaction Hawmirronian. In
other words, the field of acoustical phonons cannot
be considered as a conservative subsystem and there-
fore suppressed as in the usual treatment of the
polaron problem.

Some simplifying assumptions will be introduced
during the presented work, (1) only a slowly-mov-
ing electron will be considered, so that an electro-
static approach may be a good approximation; (2)
we specialize to the simplest piezoelectric crystal
with only one nonvanishing piezoelectric constant
(zincblende structure). Even in this case the secular
equation determining the frequency spectrum cannot
be solved exactly except for some special directions
of wave vector for the lattice vibrations. To arrive



